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RESUME : La rhéologie des matériaux granulaires a fait des progrès décisifs au cours des quinze
dernière années. Cet article décrit les résultats obtenus sur ce sujet dans le cadre de l’opération de re-
cherche du LCPC "Rhéologie des Pâtes et des Milieux Granulaires". Nous illustrons ces progrès à travers
l’exemple des écoulements denses sur un plan incliné rugueux. Ceci nous conduit à discuter la loi de frot-
tement du matériau en volume et en régime stationnaire, puis le blocage de l’écoulement en particulier
sous l’effet des parois rugueuses. Nous discutons d’abord de matériaux simples, puis traitons successi-
vement l’influence de la forme des grains, de la polydispersité, enfin de la cohésion. Nous concluons sur
les perspectives de ces travaux.

I. Introduction

La compréhension des écoulements granulaires constitue un enjeu important tant en géo-
physique (glissement de terrain, propagation d’éboulements rocheux, d’écoulements pyroclas-
tiques, d’avalanches de neige, mouvement de dunes [1, 2, 3, 4, 5]) que dans l’industrie (manu-
tention, mise en oeuvre de poudres, granulats en génie civil, génie chimique, agroalimentaire,
pharmacie [6, 7, 8]). Les écoulements granulaires sont aussi étudiés d’un point de vue fonda-
mental [9, 10, 11]. Pour prédire la propagation d’un écoulement à surface libre sur une topogra-
phie complexe ou la coulabilité dans un silo, un objectif majeur des étudesrhéophysiquesest
de déterminer les lois rhéologiques, et leur origine physique à l’échelle des grains et de leurs
interactions [12, 13].

Notre exposé (dont une première version succincte peut être trouvée dans [14]) est limité
à des assemblées de grains assez gros plongés dans un fluide interstitiel pas trop visqueux, de
sorte que les grains n’interagissent que par contact direct [15]. Par ailleurs, nous nous intéres-
sons aux écoulements denses, régime intermédiaire entre celui des déformations quasi-statiques
de la mécanique des sols [16] et celui des écoulements rapides, dilués, susceptibles d’être dé-
crits par la théorie cinétique des gaz denses [17, 18]. La compréhension de ces écoulements
denses de grains secs a été un sujet de recherche actif au sein de la communauté scientifique
durant la dernière décennie [19, 20], sur lequel le LCPC s’est fortement investi. Les recherches
ont débuté dans le cadre du thème de recherche "Matériaux granulaires : Empilements et Ecou-
lements" (1997-1999), animé par François Chevoir avec les thèses d’Emmanuel Azanza (1995-
1998) [21] et de Michaël Prochnow (1997-2002) [22] et se sont poursuivies dans le cadre de
l’opération de recherche "Rhéologie des Pâtes et des Milieux Granulaires", animé par Jean-
Noël Roux et Bogdan Cazacliu, avec les thèses de Frédéric da Cruz (2000-2004) [23], de Pierre
Rognon (2003-2006) [24] et de Georg Koval Junior (2004-2007) [25].

Les expériences sur matériaux modèles et les simulations numériques discrètes [15] dans
des géométries simples ont constitué les deux voies d’étude pour identifier et mesurer les carac-
téristiques robustes et reproductibles et isoler les influences déterminantes.

Nous commençons par discuter la mesure expérimentale de la loi d’écoulement d’un ma-
tériau granulaire sur un plan incliné, exprimée sous la forme d’une loi de frottement (Sec. II.).



Nous abordons ensuite l’étude de la loi de comportement telle qu’elle a pu être analysée par
simulations numériques en cisaillement homogène et sur plan incliné (Sec. III.). Nous nous
tournons ensuite vers la question du blocage de l’écoulement, d’un point de vue phénoménolo-
gique et du point de vue de la modélisation (Sec. IV.). Les résultats discutés jusqu’alors valent
pour des matériaux granulaires simples : grains sphériques, à peu près de même taille et non-
cohésifs. Aussi, dans les parties suivantes, nous traitons de l’influence de la forme des grains
(Sec. V.), puis de celle de la polydispersité (Sec. VI.), enfin de celle de la cohésion (Sec. VII.).
La Sec. VIII. conclut cette revue sur quelques autres résultats importants obtenus par la com-
munauté scientifique et sur les pistes de travail à privilégier dans le futur.

II. Ecoulement sur plan incliné

On considère l’écoulement d’une masse granulaire (on noteram et d la masse et le dia-
mètre moyens des grains) le long d’une pente d’inclinaisonθ variable, sous l’effet de la gravité
g (voir Fig. 1). Pour simplifier, on décrit la situation bidimensionnelle, où la position le long
de la pente est repérée par l’abscisse curvilignes. On notey la direction perpendiculaire à la
pente (y = 0 correspond au socle) etu(y) le profil de vitesse. On noteH l’épaisseur variable
de la couche en écoulement etV = 1

H

∫ H

0
u(y)dy la vitesse moyenne de la couche. A la base

de l’écoulement, il règne dans le matériau une pressionP et une contrainte de cisaillementS.
On appelleµ∗ = S/P le coefficient de frottement effectif du matériau sur la pente.

II.1. Modélisation de type Saint Venant

Figure 1 – Ecoulement granulaire sur une pente. Approche de Saint Venant.

Une description effective de l’écoulement, dite de Saint Venant, est obtenue en intégrant
les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sur l’épaisseur du
matériau [26, 27, 28, 29, 30, 31]. On obtient ainsi deux équations aux dérivées partielles pour
les deux grandeursH etV . La seconde équation est la suivante :

(
∂HV

∂t
+ α

∂HV 2

∂s

)
= gH cos θ

(
tan θ − µ∗ −K

∂H

∂s

)
. (1)



Il apparaît un paramètreα d’ordre unité (lié à la forme du profil de vitesse dans la couche) et
un paramètreK déterminé par le rapport entre les contraintes normales au sein de l’écoulement
(égal à l’unité d’après les travaux numériques décrits dans la suite [22, 23]). On constate dans
cette équation l’importance cruciale du coefficient de frottement effectifµ∗. Plus généralement,
la connaissance de cette grandeur est essentielle pour la description des écoulements granu-
laires dans différentes géométries. Une première hypothèse consiste à considérerµ∗ comme
une constante [26]. Cette hypothèse semble pertinente pour les écoulements sur des pentes à
forte inclinaison et lisses [32], mais peut être en défaut dans le cas contraire.

II.2. Mesure du coefficient de frottement effectif

Plusieurs expériences ont été menées afin de mesurer les dépendances éventuelles deµ∗

avec la vitesse ou la pression. Les expériences menées au LMSGC, dans le cadre de la thèse
d’Emmanuel Azanza [21], ont consisté à réaliser des écoulements granulaires sur un plan incliné
bidimensionnel (voir Fig. 2 (a)). Les grains sont alors des billes métalliques monodisperses et
l’écoulement est confiné entre deux parois de verre transparentes. Ces expériences, complétées
par des simulations numériques [21, 22, 23], ont donné accès à la structure et à la cinématique du
milieu. D’autres expériences [33, 34, 23] ont été réalisées au moyen d’un plan incliné large (voir
Fig. 2 (b)). Dans toutes ces expériences, on contrôle l’inclinaisonθ et le fluxQ ou la hauteur
H de la couche en écoulement. Il faut que le socle soit suffisament rugueux (billes collées,
moquette) pour accrocher l’écoulement (non glissement), sans quoi toute la couche coule en
bloc. Selon les conditions d’écoulement (inclinaison, débit ou épaisseur, mode d’alimentation,
rugosité), et les caractéristiques du matériau, ces expériences ont mis en évidence plusieurs
régimes d’écoulement stationnaire [21], et particulièrement un régime d’écoulement dense dans
le cas d’un matériau assez dissipatif (voir Fig. 3).

Figure 2 – Plan incliné (a) bidimensionnel, (b) tridimensionnel.

Cependant, pour un écoulement stationnaire uniforme, l’inclinaisonθ est égale au co-



Figure 3 – Image d’une expérience d’écoulement granulaire sur plan incliné bidimensionnel
(d’après [21]).

efficient de frottement effectifµ∗ 1. La mesure combinée de l’épaisseurH de la couche en
écoulement, de l’inclinaisonθ et de la vitesse moyenneV a mis en évidence laloi d’écoulement
suivante (voir Fig. 4) :

V(H,θ) ∝ H3/2(θ − φ), (2)

où φ apparaît comme l’angle seuil d’écoulement (ce point sera précisé dans la Sec. IV.). De
façon équivalente (en introduisant les grandeurs sans dimensionV ∗ = V/(gd)1/2 et H∗ =
H/d), on mesure laloi de frottement:

µ∗(V, H) ≈ φ + a
V ∗

H∗3/2
. (3)

Ainsi, le coefficient de frottementµ∗ n’est pas constant mais dépend à la fois de la vitesse et de
l’épaisseur. C’est ce qui permet toute une plage d’écoulement stationnaire en fonction deθ et
H.

III. Loi de comportement

L’étude d’écoulements sur plan incliné fournit une information globale sur la loi d’écou-
lement, mais ne permet pas de mesurer la loi rhéologique locale, c’est à dire les relations existant
entre les contraintes (pressionP , contrainte de cisaillementS), le taux de cisaillemenṫγ et la
compacitéν. Cette étude plus fine a été menée dans le cadre de la thèse de Frédéric da Cruz [23].
Nous nous sommes placés dans un système très simple, où le cisaillement est homogène, du fait
que les contraintes sont constantes. Il s’agit de la géométrie de cisaillement plan où le matériau
est cisaillé entre deux parois parallèles, en l’absence de gravité. Nous contrôllons à la fois la

1On fera systématiquement l’approximationtanθ ≈ θ et tanφ ≈ φ dans la plage d’inclinaison considérée.



Figure 4 – Loi de frottement sur plan incliné (d’après [21]).

pression et le taux de cisaillement (voir Fig. 5). S’agissant d’une situation idéale inaccessible
expérimentalement, nous avons abordé le problème par simulations numériques discrètes (mé-
thode standard de dynamique moléculaire) [15, 35]. Ces simulations numériques donnent accès
à des informations microscopiques, au niveau du réseau de contact, difficilement accessibles ex-
périmentalement. Le problème a été étudié en géométrie bidimensionnelle, sur une assemblée
de disques de diamètre moyend et de masse surfaciqueρg (m = ρgπd2/6).

Dans la limite où les grains sont suffisament rigides, il subsiste deux temps caractéris-
tiques dans le problème : le temps inertielτi = d

√
ρg/P , et le temps de cisaillementτs = 1/γ̇,

à partir desquels on peut définir un nombre sans dimension, que nous avons baptisénombre
inertiel I :

I =
τi

τs

= γ̇d

√
ρg

P
. (4)

On s’attend ainsi à ce que les propriétés de l’écoulement dépendent essentiellement de
ce nombre inertiel, hormis d’éventuelles autres dépendances liées aux caractéristiques du maté-
riau (coefficients de frottement, de restitution, cohésion, forme...). On peut classer les régimes
d’écoulement en fonction deI (voir Fig. 6). Au fur et à mesure queI augmente, la durée
moyenne des contacts diminue et le milieu se dilate. Aux faiblesI (. 10−3), il s’agit du ré-
gime quasi-statique, des petites déformations, où le matériau est décrit comme un solide élasto-
plastique (état critique de la mécanique des sols). Nous n’insisterons pas plus sur ce régime dans
cet article, renvoyant à un autre article dans ce même volume [36]. Pour les grandsI (& 10−1),



Figure 5 – Situation de cisaillement simple.

il s’agit du régime collisionnel, où le milieu est fortement agité et peut être décrit comme un
gaz dense [18].

Figure 6 – Classification des régimes en fonction du nombre inertiel - Image du régime dense.

Le régime intermédiaire (10−3 . I . 10−1) est celui qui nous intéresse dans cet article. Il
s’agit d’un régime d’écoulement dense, où le matériau est au-dessus de son seuil d’écoulement,
dans un état liquide plutôt que gazeux. Les mouvements de grains sont extrêmement corrélés,
et l’hypothèse de chaos moléculaire propre aux gaz dilués est alors en défaut. Il existe un réseau
de contact percolant, extrêmement fluctuant à la fois dans l’espace et dans le temps.



A travers une série très complète de simulations numériques [23, 37, 35], où nous avons
varié la pression, le taux de cisaillement, la nature de la rugosité, les paramètres mécaniques
des grains, la polydispersité... nous avons pu mettre en évidence une loi de frottement robuste,
de la forme approximative suivante (voir Fig. 7) :

µ∗(I) ≈ µ∗min + bI. (5)

Figure 7 – Loi de frottement en cisaillement homogène (d’après [35]).

Ainsi, le coefficient de frottement présente une valeur minimaleµ∗min dans le régime quasi-
statique (µ∗min peut s’identifier au frottement interne dans l’état critique), augmente approxima-
tivement linéairement dans le régime dense, et semble saturer dans le régime collisionnel. Cette
croissance du coefficient de frottement lorsque l’on passe du régime quasi-statique au régime
collisionnel n’est pas intuitive. Nous avons pu l’expliquer à travers l’évolution de la texture du
matériau granulaire (distribution des orientations et des intensités de forces de contact) [35].

La loi de frottement peut aussi être exprimée sous la forme suivante :

S ≈ µ∗minP + b
√

ρgPdγ̇. (6)

La contrainte de cisaillement est ainsi la somme de deux contributions : l’une est associée à
la loi de Coulomb dans l’état plastique, l’autre est une contribution visqueuse associée aux
collisions, avec une viscosité proportionnelle à la racine de la pression. Le matériau granulaire
en écoulement dense apparaît ainsi comme un fluide visco-plastique.

Une deuxième information complémentaire, que nous ne détaillons pas dans cet article,
est laloi de dilatance, qui décrit les variations de la compacitéν du matériau en fonction du
nombre inertiel [23, 35]. Celle-ci décroît faiblement depuis la compacité maximale (d’ordre0, 8
en 2D, ou0.64 en 3D).



III.1. Retour sur le plan incliné

Nous utilisons laloi de frottementqui vient d’être identifiée en cisaillement homogène
pour discuter le profil de taux de cisaillement dans un écoulement stationnaire dense sur plan
incliné rugueux. Considérant la masse volumiqueρ = ρgν comme constante au sein de la
couche (voir Fig. 8), la pression est hydrostatique :

P (y) = ρg cos θ(H − y). (7)

Négligeant l’augmentation deI près de la surface libre (due à la fluidisation) et à proximité
du socle (diminution de la viscosité effective due à la structuration du milieu en couches qui
glissent plus facilement les unes sur les autres), nous allons considérer queI est une constante
au sein de la couche en écoulement. Il vient (µ∗ = tan θ ' θ et cos θ ' 1), en identifiantµ∗min

à tan φ :

γ̇(y) '
√

νg(θ − φ)

bd

√
H − y. (8)

Compte-tenu du non-glissement au socle, le profil de vitesse vaut :

u(y) ' 2

3

√
νg

bd
(θ − φ)

(
H3/2 − (H − y)3/2

)
. (9)

On retrouve ainsi la loi d’écoulement Eq. (2) décrite à la Sec. II.2.

V (H, θ) ' 2

5

√
νg

bd
H3/2(θ − φ). (10)

Les simulations numériques d’écoulements sur plan incliné [38, 39, 22, 23], qui per-
mettent de mesurer les profils de compacité et de vitesse (voir Fig. 8 (a)), ont bien confirmé
ces résultats. On constate ainsi que le profil de compacité est constant, avec des oscillations
près du socle rugueux associées à l’organisation du matériau en couches parallèles au socle. Le
profil de vitesse est conforme à l’analyse précédente sauf dans les toutes premières couches au
voisinage du socle, où le taux de cisaillement est plus élevé du fait de l’organisation en couches
(voir Fig. 8 (b)). Il faut donc distinguer la rhéologie du matériau en volume, à distance de la
paroi, de la rhéologie au voisinage de l’interface [25].

IV. Blocage de l’écoulement

Nous discutons maintenant le blocage de l’écoulement, une situation qui peut intervenir
en présence d’obstacles du fait de la formation de vôutes [40], mais plus généralement lorsque
la contrainte de cisaillement devient inférieure à une contrainte seuil [13].

Une façon simple d’étudier le blocage consiste à considérer un écoulement sur plan in-
cliné, pour lequel on varie les contraintes en variant l’inclinaisonθ. Partant d’un écoulement
stationnaire, et diminuant progressivement l’inclinaison, la loi de frottement identifiée en ci-
saillement homogène (Sec. III.) prédit une diminution progressive du nombre inertiel, c’est à
dire un ralentisssement progressif de l’écoulement jusqu’à un angle d’arrêtθstop = φ, c’est à
dire la pente d’un tas de sable selon la loi de Coulomb.

En fait, on observe que l’angle d’arrêt est fortement influencé par l’épaisseurH de l’écou-
lement. Cet effet a d’abord été mis en évidence expérimentalement par Olivier Pouliquen [33],
puis par diverses équipes dont la nôtre [23], pour divers matériaux et diverses rugosités (voir



Figure 8 – Simulation numérique discrète d’écoulement granulaire sur plan incliné : (a) profils de vitesse
et de compacité, (b) déviations du profil de vitesse près du socle (d’après [22]).

Fig. 15 (a)), et confirmé par des simulations numériques [39, 22] (voir Fig. 9 (b)). On définit
tout aussi bien une épaisseur d’arrêtHstop(θ).

Figure 9 – (a) Epaisseur d’arrêt et de démarrage, (b) Mesure deθstop(H) par simulation numérique
(d’après [22]).

L’analyse précédente prédit aussi un angle de démarrage identique à l’angle d’arrêt. En
fait, l’étude des avalanches à la surface d’un tas de sable met en évidence un hystérésis entre
l’angle de démarrageθstart et l’angle d’arrêtθstop. Si l’on considère une couche de matériau au



repos d’épaisseurH et que l’on augmente progressivement l’inclinaison, on observe un rédé-
marrage de l’écoulement à partir d’un angle de démarrageθstart, qui dépend de l’épaisseurH,
et qui est supérieur à l’angle d’arrêt [34]. On définit tout aussi bien une épaisseur de démar-
rageHstart(θ). Ces épaisseurs, représentées schématiquement sur la Fig. 9 (a) sont assez bien
décrites par l’expression suivante :

H(θ) = Bd
θM − θ

θ − θm

, (11)

dans laquelle les paramètresB, θm et θM dépendent du matériau et de la rugosité.
De plus, dans le régime d’écoulement stationnaire au-dessus du seuil, la mesure des dé-

pendances de la vitesse moyenneV en fonction deH et deθ (loi d’écoulement) montre queV
s’exprime très simplement à l’aide de l’épaisseur d’arrêtHstop(θ), sous la forme d’une relation
entre deux nombres sans dimension, relatifs l’un à la vitesse (nombre de FroudeFr = V/

√
gH)

et l’autre à l’épaisseur [33, 39, 22] (voir Fig. 10) :

Fr(H, θ) = β
H

Hstop(θ)
, (12)

oùβ dépend du couple matériau-rugosité.

Figure 10– Loi d’écoulement et déviation près de l’arrêt (d’après [23]).

De plus, nous avons mis en évidence le fait que l’arrêt n’est pas progressif mais brutal,
lorsque l’inclinaison atteint la valeur critiqueθstop(H). Nous avons étudié tant expérimenta-
lement que numériquement la dynamique de l’arrêt [14, 23] pour des écoulements sur plan
incliné, mais aussi dans une cellule de cisaillement à contrainte imposée [41], ce qui nous a
permis de conclure au caractère hystérétique et brutal de la transition fluide-solide dans les
matériaux granulaires.

Quelle est l’origine du blocage ? Nous allons discuter successivement deux hypothèses,
la première liée au piégeage par la rugosité, la seconde aux corrélations des mouvements des
grains.



IV.1. Effet de la rugosité

La situation élémentaire d’un seul grain qui dévale une pente rugueuse (voir Fig. 11) est
instructive [42]. Augmentons l’inclinaison à partir de l’horizontale : le grain est piégé dans la
rugosité et ne peut commencer à rouler qu’à partir d’une inclinaisonθstart d’origine géomé-
trique. Accéléré par la gravité et ralenti par les chocs dissipatifs sur le socle, le grain atteint une
vitesse stationnaireV (θ). Si l’on diminue alors l’inclinaison, le grain sent de plus en plus l’in-
fluence de la rugosité, et s’arrête brutalement lorsque sa vitesse devient inférieure à la vitesse
de "libération" des pièges, pour une inclinaisonθstop d’origine dynamique. La rugosité conduit
ainsi à l’hystérésis décrit par la Fig. 11. Ce modèle simple explique à la fois l’hystéresis et la
transition brutale. D’un point de vue quantitatif, on écrit la force moyenne à laquelle est sou-
mis le grain, fonction de sa vitesse, comme la somme pondérée de deux termes, l’un relatif au
mouvement du grain en l’absence de piège (gravité et chocs) et l’autre relatif au piégeage.

Figure 11– Démarrage et blocage d’un grain sur une pente rugueuse.

IV.2. Généralisation à une couche

Nous avons généralisé le modèle précédent (un grain) pour une couche de grains d’épais-
seurH. Nous résumons les idées essentielles en renvoyant à [23] pour une explication détaillée.
L’écoulement est décrit par son nombre inertielI supposé constant dans la couche. On écrit une
équation dynamique pourI qui traduit le bilan des contraintes au sein du matériau en écoule-
ment, sous la forme d’une moyenne pondérée de deux termes : l’un représente le comportement
du matériau massif identifié en cisaillement homogène (la loi de frottement précédemment ex-



posée Eq. (5)), l’autre décrit le mécanisme de piégeage dans la rugosité. Le facteur de pondé-
ration indique que l’influence de la rugosité domine lorsque l’énergie cinétique emmagasinée
dans l’écoulement est insuffisante pour vaincre la barrière de potentiel associée aux piéges, de
profondeurH0. Dans le cas d’une rugosité constituée de grains identiques à ceux de l’écoule-
ment et jointifs,θstart = π/6 etH0/d ' θ2

start/2 ' 0, 14.
Ce modèle prédit l’ensemble des phénomènes observés : l’écoulement est stationnaire

au-dessus d’une courbeθstop(H) dont la forme est conforme à l’expérience (Eq. (11)), avec
θm = φ, θM = θstart et B ' 3. Dans cette plage, la loi d’écoulement s’exprime sous la forme
conforme à l’expérience (Eq. (12)), avecβ ' H0/d, directement lié à l’intensite du piégeage.

Conformément à cette loi d’écoulement, la loi de frottementµ∗(I) est décalée pour un
écoulement gravitaire sur une pente rugueuse (trait continu), par rapport à la situation de ci-
saillement homogène sans gravité (trait tireté) (voir Fig. 12). L’interaction du matériau avec la
paroi (franchissement d’une barrière de potentiel) conduit à une augmentation du frottement
effectif. Il sature aux grandsI à la valeurθstart et atteint un palier à la valeurθstop(H) pour
I < Istop(H) (trait pointillé) correspondant à la transition vers l’arrêt.

Figure 12– Loi de frottement sur plan incliné : (a) modèle, (b) expérience (d’après [23]).

Deux autres prédictions de ce modèle ont ete observées expérimentalement [14, 23],
d’une part les déviations de la loi d’écoulement près de l’arrêt, d’autre part la dynamique de
l’arrêt, lorsqu’on franchit la courbeθstop(H) en diminuant l’inclinaison, soit un arrêt brutal
précédé d’une dynamique lente dans l’état métastable, comportement tout à fait analogue à
celui d’autres fluides particulaires, tels que les mousses ou les émulsions [41].

IV.3. Mouvements corrélés

Le rôle des corrélations au voisinage d’une transition de phase est connu en physique
statistique [43]. Dans la cas de la transition granulaire fluide-solide, la formation d’agrégats
de grains rigides pourrait être mise en cause (voir Fig. 13 (a)). La taille caractéristique de ces
agrégats constitue la longueur de corrélationLc qui se met à augmenter notablement (voire à
diverger) au voisinage de la transition. Cette idée conduit à une loi rhéologique non-locale [44,
45, 39, 46, 20, 23]. O. Pouliquen a mesuré les corrélations des fluctuations de vitesse à la surface
d’un écoulement sur plan incliné, et montré leur augmentation au voisinage de l’arrêt [47].



Nous avons mesuré la même grandeur à l’intérieur même de l’écoulement dans une situation
de cisaillement homogène [48] (voir Fig. 13 (b)). On observe que cette longueur de corrélation
est faible, de l’ordre de la taille d’un grain, à grandI, en régime collisionnel, mais se met
à augmenter sensiblement dans le régime dense. Nous avons aussi mesuré l’évolution de la
taille des agrégats de grains définis par un critère de compacité locale, en fonction deI et
montré une augmentation notable près du seuil d’écoulement [49]. Cette structure hétérogène
de l’écoulement, constitué d’agrégats rigides baignés dans un fluide de grains libres, pourrait
expliquer la forme de la loi d’écoulement viscoplastique.

L’existence de ces agrégats rigides serait aussi à même d’expliquer la loi de blocage
θstop(H). En effet, au fur et à mesure que l’on diminue l’inclinaison, le nombre inertiel dimi-
nue, et donc les agrégats rigides voient leur taille augmenter. Lorsque leur taille atteint celle de
l’épaisseur de la couche en écoulement, ces agrégats se trouvent piégés par la rugosité et l’écou-
lement s’arrête (voir Fig. 13 (c)). Cette interprétation prédit que le seuil d’arrêt d’un écoulement
devrait dépendre de la taille de la zone de cisaillement entre deux parois, ce qui reste à tester.

Figure 13– Corrélation au sein d’un écoulement dense : (a) image d’agrégats, (b) longueur de corréla-
tion des fluctuations de vitesse (d’après [48]), (c) conséquences pour l’arrêt.

V. Influence de la forme des grains

Dans la plupart des études sur les écoulements granulaires, les grains sont généralement
sphériques. Cependant, dans les écoulements réels, les grains ont des formes beaucoup plus
compliquées. Ainsi, dans le génie civil, on manipule des granulats roulés pour le béton (pour
optimiser la compacité) [50], mais anguleux pour les enrobés bitumineux (afin de limiter l’or-
niérage des chaussées) [51]. Il est donc important d’étudier dans quelle mesure les lois d’écou-
lement mises en évidence pour des grains sphériques restent valables pour d’autres formes de
grains [52, 53, 54].



Nous avons comparé l’écoulement sur un plan incliné rugueux large (voir Fig. 2 (b)) de
deux types de granulats, roulés et concassés (voir Fig. 14 (a)) [55, 56]2.

Figure 14 – Influence de la forme : (a) granulats concassés et roulés, (b) rapport des débits (granulats
roulés versus granulats anguleux) en fonction de l’inclinaison (d’après [55]).

Nous avons mesuré les épaisseurs de démarrage et d’arrêt décrites à la Sec. IV.. Comme
attendu, nous constatons que l’angularité augmente le seuil d’écoulement. Sur la figure 15
(a), nous comparons ces résultats avec les résultats obtenus sur d’autres matériaux granulaires
s’écoulant sur une moquette (sable, billes de verre et graines de moutarde de taille environ 1
mm) [23], qui montraient déjà l’influence de la forme.

La mesure du débit massiqueQ des écoulements stationnaires en fonction de l’inclinai-
sonθ et de l’épaisseurH a permis de tracer la loi d’écoulement reliantFr au rapportH/Hstop

(Fig. 15 (b)). Celle-ci présente des déviations importantes près du seuil, mais n’est pas affectée
par la forme des grains. La figure 14 (b) compare les débits en fonction deθ (pour deux épais-
seurs et deux fractions granulométriques). Comme attendu, les grains concassés s’écoulent plus
lentement que les grains roulés. Le rapport des débits dépasse en général1, 5 et atteint même2
près de l’inclinaison seuil. Cette étude démontre une forte influence de la forme des grains sur
le débit. C’est ainsi que l’écoulement sur un plan incliné rugueux apparaît comme une méthode
assez discriminante vis à vis de la forme des granulats. Cette méthode pourrait aussi permettre
de quantifier le vieillissement du sable.

2Cette étude a été réalisée dans le cadre d’une collaboration avec la section Granulats du LCPC de Nantes, dans
le cadre de l’opération "Propriétés des granulats influençant le comportement des mélanges granulaires", animée
par Yannick Descantes.



Figure 15– Effet du couple matériau/rugosité : (a) courbes d’arrêt et de démarrage, (b) loi d’écoulement
(rouge : billes de verre, vert : graines de moutarde, bleu : sable sur moquette, noir : granulats - deux
fractions granulométriques) (d’après [55]).

VI. Influence de la polydispersité

Dans les précédentes études d’écoulements granulaires, le matériau présente une faible
polydispersité (typiquement±20%). Au-delà, le phénomène de ségrégation se manifeste [57,
58]. Dans les écoulements réels, la granulométrie est souvent assez étendue. C’est le cas des
écoulements gravitaires naturels et des écoulements industriels, notamment en génie civil où
l’on réalise des mélanges granulaires polydisperses (bétons) pour optimiser la compacité et
delà les performances mécaniques [50]. Il est donc important d’étudier dans quelle mesure les
lois d’écoulement mises en évidence pour des systèmes monodisperses (seuil d’écoulement, loi
rhéologique) restent valables dans le cas d’une granulométrie plus étendue. On s’attend, bien
entendu, à des effets quantitatifs, mais peut-être aussi à des effets qualitatifs, en lien avec le
phénomène de ségrégation. Les conséquences sur les lois rhéologiques restent mal connues.

Nous avons ainsi étudié par simulations numériques discrètes l’écoulement d’un mé-
lange granulaire bi-disperse sur un plan incliné rugueux [59]. Nous ne nous intéressons pas au
phénomène de ségrégation lui-même, mais aux propriétés de l’écoulement une fois qu’un écou-
lement stationnaire ségrégé est obtenue. Le matériau granulaire est une assemblée bi-disperse
de disques de même densité :n1 petits disques de diamètre moyend1 et n2 grands disques de
diamètre moyend2 autour de chaque diamètre moyen). Ce mélange est caractérisé par le rapport
de tailleD = d2/d1 et par la proportion surfacique de gros grainsS = (n2d2

2)/(n2d2
2+n1d1

2).
Une couche dense d’épaisseurH s’écoule sur un plan incliné rugueux (incliné deθ) sous l’effet
de la gravitég (Fig. 16 (a)). La rugosité est faite de petits grains voisins.

Les écoulements stationnaires sont possibles dans une plage(θ − H) qui dépend du
mélange. Les grains sont organisés en trois couches (Fig. 16 (a)) : une couche de petits grains
près du socle rugueux, une couche de gros grains près de la surface libre et une couche mélangée



Figure 16– Ecoulement granulaire bidisperse sur un plan incliné rugueux (D = 4, θ = 17o,H/d1 = 28)
(a) image de l’écoulement (S = 3/4), (b) profils de vitesse (S = 0 (noir), 1/2 (bleu), 3/4 (rouge)
(d’après [59]).

au centre. La Fig. 16 (b) montre l’influence de la polydispersité sur le profil de vitesseu(y). Si le
matériau granulaire est quasi-monodisperse, le profil de vitesse a la forme Eq. (9), ce qui signifie
que le taux de cissaillementγ̇(y) est proportionel à

√
P (y). Nous observons systématiquement

une décroissance du taux de cisaillement dans la partie supérieure de l’écoulement au fur et
à mesure queS ou D augmente. De plus, pour une proportion assez grande de gros grains
(S ≥ 3/4) et pour un rapport de taille assez grand (D ≥ 3), nous observons aussi une forte
augmentation du taux de cisaillement près du socle.

Nous relions cette localisation du cisaillement à la ségrégation du matériau granulaire.
Compte-tenu de l’Eq. (8), pour une inclinaisonθ et une épaisseurH donnés, le taux de cisaille-
ment devrait décroître comme l’inverse du diamètre des grains. Plus précisément, nous avons
testé l’influence du diamètre moyen des grains en calculant le nombre inertielI<D> obtenu en
remplaçant la tailled des grains par la taille moyenne à l’altitudey, et en traçant le coefficient de
frottement effectifµ∗ en fonction deI<D>. Les données tracées sur la Fig. 17 montrent que la
loi de frottement identifiée pour les systèmes monodisperses a la même forme qualitative dans
le cas des mélanges :

µ∗(I<D>) ≈ µ∗min + bI<D>. (13)

En revanche, les paramètresµ∗min etb sont affectés par la composition du mélange et par l’inter-
action avec la rugosité [60].

VII. Influence de la cohésion

Dans les études précédentes, le matériau granulaire est non-cohésif : les forces de contact
sont purement répulsives. Cependant, dans de nombreux problèmes industriels et géophysiques,



Figure 17 – Loi de frottement dans un mélange en fonction deS et D : en noir, le cas d’un système
monodisperse (±20%), en rouge le cas d’un mélange bidisperse (d’après [24]).

les forces de cohésion entre grains ne peuvent plus être négligées. Elles sont généralement clas-
sées en trois catégories selon leur origine physique. Tout d’abord, la présence de ponts liquides
conduit à desforces capillaires [61, 62]. Une telle cohesion intervient dans les matériaux gra-
nulaires humides comme les sols non-saturés ou la neige humide. Ensuite, le gel du pont li-
quide [63] ou le frittage de poudres [64] conduit à desponts solides[65]. Enfin, l’adhésion
directe entre la surface des grains associée auxforces de van der Waalsest importante dans
la matière finement divisée comme les poudres [66], l’argile ou le troisième corps en tribolo-
gie [67].

Il est bien connu que la cohesion affecte fortement les propriétés mécaniques d’un ma-
tériau granulaire [7, 68]. La microstructure d’un empilement cohésif est extrêmement sensible
à sa préparation. Selon l’agitation dans la phase d’assemblage, l’échantillon est plus ou moins
hétérogène du fait de la formation d’agrégats et cette structure lâche est mise en évidence dans
les écoulements plastiques [69] ou lors de la compaction de l’échantillon [70, 71]. La cohesion
augmente fortement le seuil d’écoulement, comme cela a été démontré dans des expériences
en tambour tournant [72, 66, 73, 74, 75, 76, 62] et dans des conduites verticales [74]. Dans
le régime collisionnel, l’agglomeration des grains est bien décrite par des généralisation de la
théorie cinétique [77].

Le régime dense intermédiaire est beaucoup moins bien compris. Dans le cas de parti-
cules de petites tailles comme les poudres, du fait de la forte influence du fluide interstitiel, le
matériau granulaire transite directement d’un régime solide à un régime de suspension d’agré-
gats fragiles [66, 78]. Mais ce régime dense a été observé expérimentalement dans des neiges
denses constituées de grains de quelques centaines de microns [4] ou avec des billes de verre
humides [76] où des mouvements corrélés ont été mis en évidence.



Nous avons étudié par simulation numérique les écoulements de matériaux cohésifs dans
le régime dense [79, 48], poursuivant ainsi le travail entamé par plusieurs équipes [80, 74, 81,
82, 83], mais en cherchant à préciser quanitativement les lois rhéologiques.

VII.1. Modèle de cohésion

Les modèles de cohésion ajoutent à la force de répulsion usuelle une force attractive
Na(h), fonction de l’interprénétrationh entre grains, et dont la forme dépend de l’origine phy-
sique de la cohésion. Nous notonsN(h) = N e(h) + Na(h) la force normale statique totale,
N c la force attractive maximale ethc l’interpénétration d’équilibre (pour laquelleN(hc) = 0).
Nous avons choisi le cas où la portée de la force d’attraction est nulle, et nous ne prenons pas en
compte de phénomènes d’hysteresis. Nous avons choisi un modèle simple de cohésion [84, 81]
qui prend en compte la caractéristique principale des modèles de cohésion, à savoir la force
attractive maximaleN c (Fig. 18) :

Na(h) = −
√

4knN ch, (14)

oùkn est le coefficient de raideur normal du contact.

Figure 18– Modèle de cohésion.

Ceci conduit à introduire un deuxième nombre sans dimensionη qui mesure l’intensité de
la cohésion. Ce nombre est le rapport entre la force attractive maximaleN c et la force normale
moyenne due à la pressionPd :

η =
N c

Pd
. (15)

Selon cette définition, la transition entre un régime de faible cohésion et un régime de
forte cohésion devrait dépendre deη et intervenir pourη d’ordre unité. Ce paramètre est équi-
valent à d’autres nombres sans dimension proposés dans la littérature [74, 71, 70], comme le
nombre de Bond granulaireBog = N c/(mg) en présence de gravitég.

VII.2. Loi de frottement

En considérant une situation de cisaillement homogène (cisaillement plan sans gravité),
nous avons mesuré les dépendances du coefficient de frottement effectifµ∗ en fonction des deux
nombres sans dimensionI etη (Fig. 19 (a)). Nous avons constaté que la loi de frottement mise
en évidence pour les grains non cohésifs peut être étendue aux grains cohésifs :



µ∗(I, η) ' µ∗min(η) + b(η)I. (16)

Les deux fonctionsµ∗min(η) andb(η) ont la même forme (Fig. 19 (b)). Sous un seuil de
cohésion (η . 10), la cohésion n’affecte pasµ∗min ou b. Au-dessus du seuil,µ∗min(η) et b(η)
augmentent fortement.µ∗ peut ainsi atteindre de grandes valeurs (µ∗ & 2).

Figure 19 – Loi de frottement en présence de cohésion (a)µ∗(η) pour différentes valeurs deI,(b)
µ∗min(η) (¤) et b(η) (◦) (d’après [48]).

VII.3. Application au plan incliné

Nous discutons maintenant les prédictions de cette loi de comportement pour un écoule-
ment stationnaire dense sur un plan incliné. A l’intérieur de la couche en écoulement, la pres-
sion augmente avec la profondeurz mesurée depuis la surface libre selonP (z) ≈ mgz/d2.
Au-dessus du seuil d’écoulement, le profil de vitesse est du même type que pour des grains non
cohésifs (voir Eq. (9)). Pour des grains cohésifs, l’influence de la cohésion augmente fortement
près de la surface libre commeη(z) ≈ Bog/(z/d). Compte-tenu de la forte augmentation du
seuil d’écoulement et de la viscosité apparente pourη & 10, nous prédisons l’apparition d’une
zone superficielle non cisaillée de largeur≈ (Bog/10)d, alors que la couche profonde conserve
un comportement de type non cohésif. Cet effet significatif pourBog & 10 est effectivement
observé dans nos simulations numériques (Fig. 20) [24] et pourrait être mis en évidence ex-
périmentalement pour des billes de verre assez petites (d . 1mm et de l’eau comme fluide
interstitielBog & 10 [74]).

Ces travaux sur la rhéologie des matériaux granulaires cohésifs ont été initiés dans le
cadre d’une collaboration avec Mohamed Naaïm du Cemagref de Grenoble, visant à com-
prendre le comportement rhéologique de la neige dense à partir d’une approche granulaire.
Des études expérimentales ont été menées sur un canal instrumenté au site du col du Lac Blanc.
La comparaison entre expériences et simulations numériques [24] est en faveur d’un modèle
d’écoulement d’agrégats fragiles.



Figure 20– Simulation numérique d’écoulement granulaire cohésif sur plan incliné (a) image du réseau
de contact, (b) évolution du profil de vitesse en fonction de l’intensité de la cohésion (d’après [24]).

VIII. Conclusion

Bien entendu, cette revue n’est pas exhaustive. Aussi, dans cette conclusion, nous com-
mençons par évoquer rapidement d’autres études portant sur les écoulements granulaires me-
nées au LMSGC. Nous discutons ensuite quelques résultats importants obtenus récemment par
la communauté scientifique. Enfin, nous concluons sur les pistes de travail qu’il nous semble
important de privilégier.

VIII.1. Autres études menées au LMSGC

Nos résultats, repris par d’autres équipes, suite à des échanges dans le cadre de Groupe
de Recherches " Milieux Divisés " du CNRS [20], rendent compte des mesures dans différentes
géométries d’écoulement. Nous avons insisté dans cet article sur deux géométries d’écoule-
ment : le cisaillement plan où la distribution des contraintes est homogène, ce qui permet la
détermination de la loi de comportement locale, et le plan incliné, qui constitue la géométrie
d’application la plus simple, car en régime stationnaire, le frottement effectif est fixé, ce qui fixe
le nombre inertiel et la compacité.

Nous avons aussi étudié, à la fois expérimentalement et par simulations numériques, deux
autres géométries importantes d’écoulement granulaire, éventuellement insérées dans l’Ima-
geur par Résonance Magnétique du LCPC : la cellule de cisaillement annulaire [23, 85, 25]
et la conduite verticale [86, 22], qui constituent des dispositifs rhéométriques importants. La
particularité importante de ces géométries est que le rapport de la contrainte de cisaillement et
de la pression n’est alors plus fixé. En cisaillement annulaire, la contrainte normale est fixée,
alors que la contrainte de cisaillement décroît comme la carré de la distance à l’axe. Dans une
conduite verticale, la contrainte de cisaillement est constante tandis que la contrainte normale
augmente linéairement à partir du centre de la conduite. Ainsi, dans ces deux géométries, le
frottement effectif est maximal au voisinage de la paroi et décroît ensuite. Si le débit est as-



sez élévée, la loi de frottement que nous avons discutée dans cet article prédit alors de façon
qualitative une localisation du cisaillement près de la paroi, ce qui est effectivement observé.
Cependant, dans les gammes de débit généralement étudiées, l’écoulement est en général quasi-
statique et la valeur du coefficient à la paroi est approximativement celle correspondant au seuil
du matériau. La localisation du cisaillement intervient donc dans une zone où le matériau est
en dessous de son seuil d’écoulement. Toutes les considérations énoncées dans cet article ne
sont alors plus valables. La description de la zone de localisation est alors plutôt du ressort de
la description du solide dans un régime élasto-plastique. Une image possible est celle du fluage
activée par des fluctuations [87, 88].

VIII.2. Quelques résultats de la communauté scientifique

Parmi les résultats importants récemment obtenus par la communauté scientifique, en
particulier française (Groupe de Recherches " Milieux Divisés " du CNRS), nous citerons tout
d’abord l’étude de l’étalement d’une masse granulaire sur une pente, qui a permis de tester la
validité de la loi de frottement discutée dans cet article [30]. Une expérience d’étalement d’un
matériau modèle sur un plan incliné rugueux a été filmée, et en parallèle le même étalement a
été simulé au moyen de la méthode de Saint Venant avec prise en compte de la loi de frottement
effectif. La comparaison entre expérience et simulation est impressionnante.

Un deuxième résultat important concerne l’influence des parois latérales sur l’écoule-
ment. Dans cet article, nous avons cité des resultats expérimentaux ou numériques provenant
de deux situations extrêmes : soit une géométrie purement bidimensionnelle (pas de parois
en simulations numériques ou une influence modérée qui a pu être quantifiée dans les expé-
riences [21]) (voir Fig. 2 (a)), soit un canal très large où les parois sont rejetées à grande distance
(dans les simulations numériques [38], des conditions aux limites périodiques sont appliquées
de sorte que les parois ne sont pas présentes), de sorte que l’on peut espérer minimiser leur
influence (voir Fig. 2 (b)). Cependant, deux études récentes [89, 90] ont mis en évidence le
rôle important du frottement granulaire sur ces parois latérales. Ainsi, lorsque l’on réalise un
écoulement en canal avec un fort débit, il se forme un écoulement superficiel à la surface d’une
zone solide (tas). La pente de ce tas et l’épaisseur de la couche en écoulement dépendent d’une
part du rapport entre le coefficient de frottement à la paroi et du frottement interne seuil dans
le matériau, d’autre part de la largeur du canal. Des études plus fines variant les conditions
de frottement aux parois ont permis de prédire la forme complète du profil de vitesse au sein
de l’écoulement, en généralisant la forme de la loi de comportement au cas d’un écoulement
tridimensionnel (formulation tensorielle).

VIII.3. Perspectives

Nous avons ainsi montré dans cet article que la compréhension de la rhéologie des ma-
tériaux granulaires a significativement progressé dans la dernière décennie à travers les travaux
de la communauté scientifique, particulièrement française, auxquels le LMSGC a pris une part
significative. Ces progrès ont pu être réalisées grâce à l’utilisation de géométries et de matériaux
modèles, à des techniques d’exploration innovante (caméra rapide, IRM...) et aux simulations
numériques discrètes. On peut sans crainte espérer de nouveaux progrès dans les directions
suivantes : l’étude de matériaux plus complexes, en géométrie tridimensionnelle, qu’il s’agisse
de prendre en compte d’autres formes que la sphère, la présence de cohésion de type ponts li-
quides (cas d’un sable humide) ou ponts solides (agrégats de grains frittés dans la neige), l’effet
d’une distribution granulométrique plus étendue (au-delà du système bidisperse). La prise en



compte du fluide interstitiel (air, eau...) est aussi en bonne voie à travers les travaux expérimen-
taux, numériques et l’utilisation des méthodes de changement d’échelle menées notamment au
LMSGC (travaux de Xavier Chateau, Anaël Lemaitre, Guillaume Ovarlez, Jean-Noël Roux et
de leurs doctorants [91, 92, 93, 94]). La compréhension de la rhéologie de ces matériaux plus
complexes, mais restant homogènes, est une première étape. Il s’agit de comprendre à la fois
les régimes d’écoulement stationnaire et la transition fluide-solide. Dans le cas de systèmes
polydisperses, se posent aussi les questions du mélange et de la ségrégation. On peut ensuite
souhaiter mieux comprendre le rôle des conditions aux limites. On a indiqué à diverses reprises
le comportement particulier du matériau au voisinage d’interfaces (structuration en couches,
rôle de la rugosité...) Une étude particulière de ce problème est en cours dans le cadre de la
thèse de Georg Koval Junior [25]. Une autre voie d’étude est le comportement du matériau en
présence d’obstacles [40]. Ces travaux sont menés dans le cadre des opérations de recherche
"Mise en oeuvre des bétons" (2005-2008), animée par Nicolas Roussel et "Modélisation et Si-
mulation Numérique des Matériaux Hétérogènes à Structure Discrète" (2006-2009) animée par
Jean-Noël Roux.
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